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Een directe methode voor het benalen van cigenugarden en eigenvectoren

De elgenwaarden van ecen vierlkante matrix A zijn de wortels van de
karakteristicke vergeligking det(A-ATI) = C, D1t is een vergelijking
van de graad n in A, als n de orde van A is, De coéffici&nten van
deze vergelijking ziljn sommen van subdeterminanten van A en kunnen
volgens een directe,d.w.z. nict-iteraticve, methode berekend worden.
Heeft men de colfficiénten bercltend, dan zou men de wortels Ai
m.b.v. een of ander iteratiel »Hroces kunnen bepalen. De eigenkolom-
men X, kan men daarna vinden door het oplossen der homogene lineaire
stelsels (A~Aj1)xj = 0,

Deze theoretiéch voor de hand ligaende methode 1s numeriek gezien
zeer inefficilent. De wortels van een n-de graadsvergelijking kunnen
namelijk zeer gevoellg zijn voor kleine afwijglcangen in de coéffi-
ci&nten.

Een niet-defecte matrix A heeft n lineair onafhankeclijke eigenkolom-
men; deze vormen samen een niet-singulier> vierkante matrix

X = (Xij)’ waarbly Xij = j~de element van de 1-de eigenkolom. Deze
matrix X transformeert matrix A 1n de diagonale vorm A, d.w.z.
X“qAX = A, vaarbij deo diagonale elementen van A de ecipgenwaarden van
A zijn.

Als A cen re&le symmetrische matrix 1s, dan heeft A altijd n lineair
onafhankelijke eigenvectoren en han dus steceds in diagonale vorm
getransformeerd worden. De matrix X is aan orthogonaal, d.w.z.:

x~ 1= %7,

Er zijn diverse numerieke methoden ter bepaling van eigenwaarden en
-vectoren (W. Givens [6] , [7], ¢. Lanczos [9]), die gebaseerd zijn
op transformatie van de matrix in ccn tripel diagonale matrix (d.w.z.
aij = 0 als }i»j] > 1) m,b.v, een direct rekenproces,gevolgd door
een iteratieve bepaling van de eigenwaarden. A.S. Householder [5]

en J.H. Wilkinson [1] hebben een zeer practische methode aangege-
ven om een symmetrische matrix in cen trapel diagonale vorm te
transformeren, Daarvoor worden orthogonale symmetrische matrices
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De vector W, moet genormeerd zijn om te zorgen dat Pr orthogonaal

is.
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De eerste r-2 vijen en kolommen (dus met name de reeds verkregen

nullen) en bovendien het element 8, _ 4 poq worden door voor-
-,

vermenigvuldiging met Pr niet gewijzigd. De vector W, wordt

gekozen, dat de elementen a .5a
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De eerste r-2 elementen van p zijn O, m.a.w.

pT o= (0,050, D).

Om nullen te krijgen op de (r-1)-stc rij moet v, blijkbaar voldoen

aan

(1) 21,4 - Epp_qwrj = 0 (J=r+1(1)n) .

Samen met de eis WPTWr = 71 2ijn dit n-r+1 vergelijkingen met n-r+1
onbekenden, die de elementen van vcctor W, bijna eenduidig vast-

leggen.

Wegens de orthogonaliteit van Pr is de som der guadraten der ele-

menten in elke rij van A invariant, zodat moet gelden:

(2) ar~ﬂ,r - 2pr~1 Werp :?tvag’
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waarbij S = ar_qu oee. + a.n
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Om het wegvallen van cijfers bij de vorming van w;i te verml jden,
kiezen we de volgende oplossing:
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De nieuwe waarde van ap_q,P wordt dan
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Rest ons nog te bepalen hoe hierbij de submatrix
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Voert men de hierboven urteengezctte transformatie uit achtereen-

volgens met P ,...,0 dan ontstaat een traipel-diagonale matrix
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De volgende stan is het bepalen van de cipgenuaarden van S, welke
theoretisch gelijk z1jn aan die van A c¢n practisch daarmee redeli jk
overeenstemmen (zie J.H. Willanson [1)en [ ]). 2Zij S(i) de sub-
matrix bestaande uit de eerste 1 rigen en kolommen van S en

i‘i(x) = det(»N T - S(i)) (1=1(1)n).

Dan 1s fn(%) = det(NI - S) de karaktcristieke veelterm van S. De

fl(X) kunnen worden berekend met de recursie-formule:

£ = ma)r () =T () (1>1)
met de beginwaarden £, = 1en fq(x) =2 -a,.
De mathode van Givens({0] , [7] ) berust op de volgende
Stelling: Als de nevendiagonaal van de symmetrische tripel diagonale
matrix S geen nullen bevat (m.a.w. by £ 0, 1 = 1(1)n-1), dan vormt
de rij functies fi (i=0(1)n) een Sturm-ri, het aantal eigenwaarden
van S groter dan a is gelijk aan het aantal telenwisselingen in de
rij W,fq(a),...,fn(a),mits fn(a) # 0; de nulpunten van elke veel-
term fi(x) zijn verschillend en worden gescheiden door de nulpunten
van f, L(X\).
Deze stelling maakt het mogelijk de eigenwaarden van § op eenvoudige
wijze en zeer nauwkeurig te bepalen.
De bilj een eigenwaarde hi behorende eigenvector vy van S wordt be-
paald door oplossing van het homogene lineaire stelsel (S-hil)vi=0.

De bijbehorende eigenvector X, van A is dan

Komen er in de nevendiagonaal van S nullen voor, dan kan men de
matrix S verdelen in submatrices, die apart behandeld kunnen worden.
Volgens bovengenocemde stelling moet dit optreden, als S meervoudige
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eigenwaarden heeft. Zo'n meervoudlge cigenwaarde is dan enkelvoudige
eilgenwaarde van verschillende submatrices cn de daarblj gevonden
eigenvectoren staan loodrechi: o elkaar,

De transformatie van Householder-ifilkinson, toegepast op asymme -
trische matrices, leidt tot de zgpn . Hessenberg-vorm of bigjna-
driehoeltsvorm, d.w.z. alj = 0 voor j>» 1+1. De vectoren W, worden
gekozen als boven om nullen in de (r-1)-ste rij te verkrijgen, maar
omdat de matrix asymmetrisch 1s, ontstaan er geen nullen in de
overeenkomstige kolommen. De bepaling van de elgenwaarden wordt in
dit geval gecompliceerder, met name omdat ook niet-re€le eigenwaar-

den kunnen optreden.
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